Matematikens element - instuderingsfrågor

Talteori, primtal och krypto, kap 2
Vad är ett primtal, pseudoprimtal, och Charmichael-tal?
Primtal 
Ett tal som endast är jämnt delbart med sig själv och 1. Kan alltså ej faktoriseras.
Pseudoprimtal 
Ett tal som inte är ett primtal men säger sig vara det enligt Fermats lilla sats.

Charmichaeltal
Carmichaeltal (eller absolut pseudoprimtal) är de tal som är pseudoprimtal i alla baser. Med andra ord, talet n är ett Carmichaeltal om, och endast om, mn-1 = 1 (mod n) för alla positiva heltal m.

Minsta charmichael-talet är 561 = 3*11*17

2560 = 1 (mod 561). Se detta enkelt: 2, 10, 16 delar 560-1.
Vilka är de två centrala ”praktiska problemen” i primtalsteorin?

Hitta ett effektivt sätt att avgöra om ett tal är ett primtal.
Hitta ett effektivt sätt att dela upp ett icke-primtal i primfaktorer. Det sista problemet är fortfarande olöst och mycket svårt. Används flitigt i kryptering.
Beskriv några olika sätt man kan använda för att avgöra om ett tal är ett primtal eller om ett tal inte är ett primtal. 

Fermats lilla sats (moduloräkning)
Prövning att dela med alla tal mindre än roten ur talet som ska testas. Fås ett jämnt delbart tal då man delar med andra tal än 1 så är det inget primtal.

Prövning att gånga ihop alla primfaktorer och se om man får det tal man ska dela upp.

Vad betyder det att ett tal x är kongruent med ett annat tal y modulo m?

x / m ger resten y
(x % m = y)
(x = y (mod m) )
Vad säger Fermats lilla sats?
Om p är ett primtal som ej delar a så är

ap-1 = 1 mod p
t.ex. så är 12 inget primtal eftersom 211 = 8 (mod 12), där 12 inte delar 2.
Exempel på en praktisk (och viktig) tillämpning av den.
Kryptering ex RSA-kryptering och publika nycklar
Vad betyder publik kryptering?

Att vem som helst kan kryptera information med en publik nyckel. Men bara den som har en annan speciell nyckel kan dechiffrera.
Beskriv hur RSA-kryptering fungerar och ge ett exempel där du visar de olika stegen. En ”VG-fråga”: Visa att metoden alltid fungerar.

Förbered
Välj 2 stora primtal p, q, sätt n = pq
Välj E så E saknar gemensam delare med (p-1) och (q-1)

E och n utgör tillsammans en öppen nyckel där båda behövs för att kryptera ett meddelande.

Kryptera

Meddelandet = M. Det krypterade meddelandet K = ME mod n (K = ME % n)

Hemlig nyckel för dechiffrering

Bestäm d så Ed – (p-1)(q-1)y = 1
(d är den superhemliga dechiffreringsnyckeln)

Dechiffrera
M = Kd mod n (M = Kd % n)

Exempel:
p = 11, q = 13

Öppen nyckel = pq = 
143

Öppen nyckel = E = 
7
( ty E saknar delare med (p-1) = 10 och (q-1) = 12 )

M = Meddelande = 
71

K = Krypterat = 
717 mod 143 = 124

( K = ME mod pq )
d = hemlig nyckel = 
7*103 – (10)(12)*6 = 1 ( d = 103
( Ed – (p-1)(q-1)y = 1 )

M = dechiffrerat = 
124103 mod 143 = 71

( M = Kd mod pq )
Icke-euklidisk geometri och Axiomatisk uppbyggnad, kap 4
Beskriv väldigt kort vad Aristoteles axiomatisk-deduktiva vetenskapsideal innebär.
Det består av:

Definitioner 
(Platon)

Grundsatser 
(axiom)

Teorem 
(satser)

Grundsatserna är självklara. Satserna deduceras ur axiomen.
Vilka är de tre klassiska problemen och vad handlar de om?

Vid lösningen fick endast de "euklidiska verktygen" passare och linjal utan markeringar användas och bara ett ändligt antal konstruktioner användas. Först på 1800-talet kunde man bevisa att alla tre problemen är olösbara:
Vinkelns tredelning 
(Dela en vinkel i tre lika stora vinklar)
Cirkelns kvadratur 
(Rita en kvadrat med samma area som en given cirkel)
Kubens fördubbling 
(Beräkna kanten av den kub som har dubbla volymen av en given kub)
Vad är Fermats stora sats (Fermats sista sats)?
Den diofantiska ekvationen 
xn + yn = zn 
saknar lösningar för n>2 bland heltalen.
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Ge exempel på några axiom ur Euklides Elementa.
1. Det är möjligt att dra en sträcka från en punkt till en annan.

2. En sträcka kan förlängas godtyckligt till en längre sträcka.

3. Kring varje punkt kan beskrivas en cirkel med given radie.

4. Alla räta vinklar är lika med varandra.

5. Om en rät linje L skär två räta linjer M, N och bildar inre vinklar på samma sida, vars summa är mindre än två räta vinklar, så kommer de två räta linjerna, om de utdras obegränsat, att skära varandra på den sida där de två inre vinklarna ligger.
Alternativt:
Givet en rät linje och en punkt som ligger utanför linjen, kan man dra en och endast en rät linje som går genom punkten och är parallell med linjen.

Berätta om parallellaxiomets historia och hur man försökt visa att det i själva verket är en sats.

Euklides tyckte nog det var skumt.

Saccheri ”bevisade” det, med tre stycken ”bevis”, men de var ej hållbara.

Lambert försökte hitta motsägelser.

Meningen med ett bevis var att avvisa alla alternativ till Euklides. Om parallellaxiomet gäller så kan inte t.ex. hyperbolisk geometri finnas.

Det gamla problemet att bevisa Euklides parallellaxiom ur hans fyra första hade inte glömts bort. Man tyckte att det var skandal att anta parallellaxiomet som ett axiom. Kort efter hans egen livstid gjordes de många försök att producera ett hållbart bevis, men alla försök visade sig för eller senare falla genom att de introducerade en sats som inte gick att härleda ur de fyra första axiomen. Omkring 1700 hade man dock upptäckt en hel del kring vad som gick att bevisa med dessa första postulat och vilka fällor som var förknippade med beviset av de femte. Saccheri, Lambert och Legendre gjorde var och en för sig viktiga upptäckter kring detta bevis under 1700-talet, men ingen av dem lyckades hitta lösningen. I början av 1800-talet valde Gauss, Bolyai och Lobatjevskij en annan väg. Oberoende av varandra drog de slutsatsen att det var omöjligt att bevisa parallellpostulatet och började istället utveckla en fristående geometri där postulatet var falskt. Dessa försök var framgångsrika och ledde fram till den första icke-euklidiska geometrin.
Vad gjorde Saccheri och Lambert under 1700-talet?
De gjorde viktiga upptäckter kring beviset men hittade ingen hållbar lösning. Saccheri hittade tre falska bevis och Lambert försökte hitta motsägelser.
Vilka tre personer brukar man nämna som grundarna av den icke-euklidiska geometrin och vad gjorde dessa? Ungefär när levde de?
János Boylai 


(1823-1832)

Nikolai Ivanovich Lobachevskij 
(1826-1829)

Carl Freidrich Gauss 

(1824)

De tog bort parallellaxiomet och skapade nya geometrier.
Vilken roll spelade Beltrami och Poincaré i den icke-euklidiska geometrins födelse? Vad är de framförallt kända för inom detta område?
De skapade egna icke-euklidiska geometrier.

Beltrami: Pseudosfären och geodeser konstruerade i Euklidisk geometri. Betydelsen av Beltramis arbete ligger i att han visade att icke-euklidisk geometri är logiskt motsägelsefri om euklidisk geometri är det.
Poincaré: Hyperbolisk geometri
Vad är en geodes?

Den kortaste sträckan mellan två punkter.
Beskriv geodeserna i den sfärsiska geometrin och i Poincarés modell.
På en sfär blir det en cirkelbåge.

I hyperbolisk blir det också en cirkelbåge. Ju närmare mitten desto kortade avstånd.
Vad menas med elliptisk respektive hyperbolisk geometri? Ge exempel på modeller för båda dessa geometrier. Hur är det med parallella linjer och trianglars vinkelsummor i dem?
Elliptisk: Inga räta linjer parallella med given linje, eftersom två parallella linjer i denna geometri kommer skäras eftersom de kröks mot varandra. En modell är sfären där det bildas storcirklar och linjer skär då varandra på andra sidan sfären. Vinkelsumman i triangel > 180.
Hyperbolisk: Oändligt många räta linjer parallella med given linje, eftersom två parallella linjer divergerar från varandra. En modell är Poincarés hyperboliska världsskiva. Vinkelsumman < 180.
Vad spelade David Hilbert för roll i geometrins historia?
Hilbert startade ett program för att axiomatisera hela matematiken.

Hilbertsproblemen är en lista på 23 problem vars lösningar har bidragit mycket till dagens matematik.
Vad menas med Riemannsk geometri?
Geometrin varierar från punkt till punkt.
Nämn några tillämpningar av icke-euklidisk geometri.
Datorgrafik, bildanalys, allmän relativitetsteori, atronomi, högenergifysik.
Oändligheten mm, kap 5
Vad menas med kardinaltal?
Begrepp inom mängdteorin, och betecknar antalet element i en mängd. Ibland skriver man lodstreck kring mängden för att beteckna antalet element (=kardinaliteten). |M| är alltså antalet element i M.

När man i mängdteorin definierar alla naturliga tal enligt mönstret 0 = ø och n = {0, 1, 2, ... , n-1} så får varje naturligt tal sig själv som kardinaltal. Exempelvis är |14|=14 eftersom 14 innehåller 14 element.
Vad menas med att en mängd är numrerbar (uppräknelig)? Ge exempel på mängder som är det.
Att det finns 1 – 1-korrespondens med de naturliga talen (para ihop).
N (naturliga heltalen)

Q (Rationella talen)

jämna N
Visa att de jämna naturliga talen har samma kardinalitet som de naturliga talen
2, 4, 6, 8, 10…2n

1, 2, 3, 4, 5…
n
Skissa ett bevis för att de rationella talen har samma kardinalitet som de naturliga talen. 
Rita x-y-planet med heltal på axlarna. Börja i (1,1) och dra en linje typ sicksack genom alla punkter.
Irrationellt tal

Ett reellt tal som inte är rationellt, det vill säga att det inte kan skrivas som en kvot av två heltal. Det kan visas att de irrationella talen är precis de tal som har en oändlig decimalutveckling som inte upprepar sig periodiskt. Vanlig kategorisering är transcendenta tal och algebraiska tal.
Vad menas med ett transcendent tal?

Reellt tal som inte kan definieras som ett nollställe till ett ändligt polynom med rationella koefficienter. Vissa transcendenta tal kan i stället definieras som ett gränsvärde.

Transcendenta tal: e, pi

Ett algebraiskt tal
Däri ingår alla till exempel alla rationella tal, liksom alla rötter av rationella tal. Algebraiska tal är sådana tal som är lösningar till någon ändlig algebraisk ekvation med heltalskoefficienter, det vill säga de är lösningen till något polynom anxn + an-1xn-1 + ... + a1x + a0 = 0, där koefficienterna ai är heltal.
Ett algebraiskt tal är 
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 eftersom det är lösningen till 
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Skissa ett bevis för att de reella talen inte har samma kardinalitet som de naturliga talen.
Rada upp alla reella talen. Man kan alltid ta decimaler från de andra talen och komponera ett nytt, därför går det inte att numrera de reella och de har därför inte samma kardinalitet.
Nämn ett par olika sätt att visa att det finns irrationella tal. 
Algebraiska tal är räknebara och reella oräknebara. Antag reella räknebara och få en motsägelse. Alltså måste det finnas tal som ej är algebraiska.
Vad säger kontinuumhypotesen? Har man bevisat den?

Det finns en oupptäckt talmängd mellan N och R (Mellan alef-noll och kontinuum).
|N| … ? … |R|

Alternativt: Hypotesens antagande är att det inte existerar ett kardinaltal som ligger mellan kardinaltalet för mängden av de hela talen, Alef-noll, och kardinaltalet för mängden av de reella talen, kontinuum.
Den har ännu inte bevisats.
Harmonisk analys

Vad är en Fourierserie? Kan varje funktion skrivas som en sådan?
En oändlig serie av trigonometriska funktioner. Ja.
Om en funktion f(t) beskriver en signal beroende av tiden, så vad beskriver Fourierserien eller Fouriertransformen av funktionen?
Serien: 
Frekvensinnehåll.

Transformen: 
Amplitud.
Vad säger Heisenbergs osäkerhetsprincip (formulerad i Fourieranalysens språk)? 
Man kan inte samtidigt känna till både position och rörelsemängd med godtycklig precision hos ett objekt utan det finns en bestämbar undre gräns för osäkerheten.
Nämn några inommatematiska/fysikaliska tillämpningar av Fourieranalys 
Fourierserier och –transformer

diskret och snabb Fouriertransform (Wavelets)

Abstrakt mängdlära

studiet av små mängder

funktionsanalys

kvantmekanik.

Nämn några ”praktiska” tillämpningar av Fourieranalysen. 

Musikinspelningar, ljudkomprimering, syntetiskt ljud, bildbehandling, bildkomprimering mm.
Analys och icke-standard analys, kap 6
Bakgrund: I slutet av 1600-talet utvecklade, oberoende av varandra, Newton (1642–1727) och Liebniz differentialkalkylen. Det blev början på en helt ny gren inom matematiken som idag kallas analys. Även om analysen inte utgör en del av geometrin fick den stor betydelse för lösningen av två typer av geometriska problem som länge förblivit olösliga: att hitta tangenten till godtyckliga kurvor och att finna arean hos en yta som omsluts av sådana kurvor. Genom differentialkalkylen reducerades dessa gamla problem till i grunden enkla beräkningar.
Ge några exempel på varför det genom historien varit viktigt att studera matematisk analys.
Hastighet och acceleration

Tangenter till kurvor

Funktioners max- och minvärde

Kurvlängd, area och volym
Nämn tre viktiga redskap som gjorde det möjligt att formulera differential- och integralkalkylen som en generell teori.
Irrationella tal

Symbolisk algebra

Analytisk representation av kurvor
Hur definierade Isaac Newton derivatan av en funktion (metoden med fluxioner)?

Fluent =
varierar med tiden

Fluxion = 
hastighet t.ex.
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Derivatan = 
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Vad menade han med en kurva och tangenten till en kurva?
Kurva = bana för en punkt i rörelse
Ungefär när levde Newton?
1642-1727
Hur definierade Gottfried Wilhelm Leibniz derivatan av en funktion?
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 där dx är två på varandra följande x-värden.
Vad menade han med en kurva och tangenten till en kurva?
Kurva = 
oändlig mängd små linjestycken

Tangent = 
förlängning av linjestycket i punkten
Ungefär när levde Leibniz?
1646 - 1716
Varför nämnde vi den katolske biskopen George Berkeley? Vad kritiserade han och varför ”vann” han ”kampen”? 
Han menade att tal inte kan vara tal och samtidigt noll. Om o inte är exakt noll är svaret fel (approximativt), men om o är noll kan man inte utföra divisionen, eftersom man inte kan dividera med noll. Tyvärr hade varken Newton eller Liebniz något hållbart bevis, men metoden fungerade i alla fall utan att man kunde visa den varken sann eller falsk.
Vem löste problemet och hur definierade han begreppen gränsvärde och derivata? Ungefär när skedde detta?
Karl Weierstrass fixade det 1850.

Gränsvärdet definieras med epsilon-delta-definitionen:
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Derivatan: Ge x ett litet tillskott av h, få får f ett tillskott f(x+a) – f(x). f är kontinuerlig om det numeriska värdet av f(x+a) – f(x) avtar obegränsat med a.
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Icke-standardanalys växte gram under 1900-talets mitt. Varför just då? Varför intresserade man sig överhuvudtaget för något sådant?
Varför just då?

Man ville hitta en lösning till problemet med infinitesimalerna i Liebniz differentialkalkyl. Med Icke-standardanalysen (utvidgningen av de reella talen = hyperreella tal) kan man se dy och dx som vanliga tal och dy/dx som en riktig kvot.
Ge exempel på axiom ”av första ordningen” och axiom ”av andra ordningen”. Vad säger det arkimediska axiomet?
Första ordningen: 
y+x = x+y



Berör objekt, ej mängder av dem.

Andra ordningen:
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Berör mängder av objekt.

Kallas Arkimediska axiomet. Det utesluter möjligheterna med infinitesimaler.
Beskriv kortfattat vad de hyperrella talen är.
En utvidgning av de reella så att infinitesimaler och oändligheter går att räkna med. Första ordningens axiom behålls, men ej arkimediska.

Det reella och det hyperreella talsystemet är lika om endast första ordningens egenskaper studeras: Varje ändligt hyperreellt tal har en entydig standarddel std(x) så att x – std(x) är infinitesimalt.
Vad är ett ändligt, infinitesimalt respektive oändligt hyperrellt tal?
Ändligt 

om mindre än något standardreellt

Infinitesimalt 

om mindre än alla positiva standardreella

Oändligt 

om större än alla standardreella
Nämn någon eller några tillämpningar av ickestandard analys. 
Datorgrafik – Jean-Pierre Reveillès
Visa att derivatan av f(x)= x^2 är 2x genom att använda Newtons metod, Leibniz metod, Weierstrass definition respektive icke-standard analys. 
Newton:
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Leibniz:
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Weierstrass:
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Icke-standard-analys:
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Gruppteori och fyrfärgssatsen, kap 7-8
Vad menas med en symmetrigrupp? Vad är kvadratens symmetrigrupp? En liksidig triangels? 
En mängd operationer som kan utföras på något, t.ex. en kvadrat. Den har 8 symmetrier, dvs 8 olika operationer som gör att den passar in i ”kantlinjen” som den var i från början. Vissa symmetrier tar ut varandra så man får en annan symmetri. Då säger man att mängden symmetrier har gruppegenskaper, dvs. produkten av två symmetrier är en symmetri. Mängden symmetrier kallas symmetrigruppen för kvadraten.

Kvadratens symmetrigrupp är (8st): Lämna oförändrad, Rotera 90, 180 eller 270 grader, Spegla i horisontella eller vertikala axeln, Spegla i någon av diagonalerna.

En liksidig triangels symmetrigrupp är (6st): Lämna oförändrad, rotera 120 eller 240 grader, spegla i någon av de tre ”hörnaxlarna”.
Definiera begreppet grupp och ge exempel på några grupper av ändlig ordning och några oändliga grupper 
En grupp är en mängd element tillsammans med en binär operation * så att

1. Är associativ ( a*(b*c) = (a*b)*c

2. Det finns en identitet, dvs. ett e så att a*e = e*a = a för alla element i gruppen

3. Det finns en invers till varje element i gruppen dvs. a-1*a = a*a-1 = e (t.ex. är inte R en grupp pga. nollan)
Oändliga: Cirkelns symmetrigrupp,

Ändliga: kvadratens symmetrigrupp mm
Berätta kort om Evariste Galois liv. Vad var hans största insats i matematiken? 
1:a papper publicerat april 1829

Maj/Juni - artiklar om algebraisk lösning av ekvationer.

Fadern tog självmord juli 1829

École Polytechnique – hade kommunikationsproblem och blev flyttad till École Normale

Ny artikel skickad till 1831 till Fourier som dog
Skyllde avslagen till tidningarna på politiker - började med revolterande politik – blev avstängd från skolan

Galois fick privatlärare

Blev arresterad och frisläppt - två gånger
Förälskade sig och duellerade om saken - dödad 1832
Största insatsen var att han fann de nödvändiga, men tillräckliga, villkoren för att visa om en algebraisk ekvation går att lösa med rotutdragningar (radikaler). Det gav ett bevis för att 5:e-gradaren inte är lösbar i radikaler (+, -, *, /, rot).
Nämn några ”konkreta” problem man kan avgöra med hjälp av Galoisteori 
En ekvations galoisgrupp avgör om den algebraiska ekvationen kan lösas. Det ger också ett svar på varför man kan lösa 4:e-gradaren och inte 5:e-gradaren.
Beskriv vad som menas med en ekvations Galoisgrupp och hur man ur den kan avläsa om ekvationen är lösbar (i radikaler) 
En galoisgrupp är de godkända permutationerna av lösningarna till ett algebraiskt ekvationssystem. OBS bara de lösningarna med radikaler, rotuttryck.
En ekvation är lösbar i radikaler precis när:
*
Dess Galoisgrupp G innehåller en normal delgrupp H som är av lägre ordning än G

*
(ord G) / (ord H) är ett primtal

*
H innehåller en normal delgrupp K

*
(ord H) / (ord K) är ett primtal

*
Osv. till vi når en delgrupp med bara ett element av G.
H är en normal delgrupp om g-1 * h * g tillhör H för alla h i H och alla g i G.
Berätta kort om historien kring klassificeringen av de ändliga grupperna. När blev den klar? 
En ändlig grupp är en grupp med ändligt många element. Antalet element kallas gruppens ordning.

Enkla Liegrupperna 1888 av Killing, Cartan 1894
Ändliga enkla grupper

Monstergruppen

Researchen kom av sig under 1900-talet, men 1957 hände det grejer. Idag vet man att det finns exakt 26 sporadiska enkla grupper. Tillsammans med de kända familjerna innehåller de ett ändligt antal enkla grupper.
Vad säger fyrfärgssatsen? Ge exempel på en ”karta” som inte går att färga med färre än fyra färger. 
Kan varje karta färgläggas med fyra eller färre färger utan att två regioner angränsande till varandra har samma färg?
En karta på planet går inte att färga med färre än fyra färger.
Berätta kort om fyrfärgssatsens historia. Varför väckte dess bevis sådan uppståndelse? Finns det fyrfärgssatser för sfärer och torusar också? 
Satsen lades fram 1852 av Francis Guthrie.

Arthur Kempe 1879 använde Kempe-kedjor, sjöar och öar i olika färger – växla om du kör fast. Han visade att kartor som innehåller trianglar, kvadrater och pentagoner kan lösas på detta sätt. Beviset han lade fram var kort men felaktigt.
Percy Heawood 1890 kom fram till att Kempes lösning för pentagoner inte håller – Lägg till en färg så fås den konsistenta femfärgssatsen. Han bevisade också att tre färger inte räcker.
Heawoods förmodan – visad 1968. Generaliseringen löste allt utom planet!

Heesch 1950 – datorprogram.
Haken 1970 – Haken och Appel förbättrade programmet. De reducerade antalet tänkbara kartor, dvs. situationer, som kan finnas i olika kartor. Om en karta innehåller något av dessa alternativ som en del så kan kartan förenklas, och om den förenklade kartan kan förenklas så kan den ursprungliga också det. 
Alltså: slutlig lösning med dator i juni 1976, och deras arbete har dubbelkontrollerats med andra program. Beviset väckte stor uppståndelse - matematiker vill ha ett ”riktigt”, vackert och formellt bevis men lösningen ficks via en dator. De finns nu de som anser det löst och de som inte gör det.
Det finns en sats för torusar också – men det behövs då sju färger. På sfärer behövs 4 färger.
Om specialintresse finns: Bevisa femfärgssatsen 
Nej tack
Topologi, kap 9
Vad studerar man inom topologin? Vad menas med att två objekt är topologiskt ekvivalenta? 
Definition: En gren av den moderna matematiken som generaliserar begreppen öppna mängder och kontinuerliga funktioner (Broarna i Köningsberg ett klassiskt topologiproblem).

NE: studiet av geometriska objekt där hänsyn endast tas till form och inte avstånd. En av tillämpningarna finns inom kartografin, där topologin beskriver de inbördes lägena mellan olika punkter i terrängen. Topologiska egenskaper hos en karta är knutna till relationer som till höger om och till vänster om, innanför och utanför, medan avstånd och vinklar spelar en underordnad roll. Sådana egenskaper utnyttjas t.ex. i mycket schematiska kartor.

I geometri studeras begrepp såsom längd, area och volym. Man skulle kunna beskriva topologi som det som blir kvar av geometri om man bortser från längder, areor och vinklar. På så sätt är topologi studiet av kvalitativa egenskaper hos geometriska rum.
Topologi är en benämning på sammanbindningssätt, oberoende av form och utsträckning hos en företeelse.

Egenskaperna hos knutar (dess invarianter) bevaras under omformation. Två knutar är ekvivalenta om man topologiskt kan transformera om det ena till det andra, det vill säga om de har samma invariant.
”Håriga-boll-satsen” är en topologisk sats. Vad säger den?

En hårig boll kan inte kammas slät överallt.
Ge några exempel på vad man kan använda den till.

Det finns alltid en cyklon någonstans på jorden

En sfärisk magnetisk flaska måste läcka

Olika djur måste ha en bena i pälsen

Varje polynomekvation har en komplex rot.
Finns det en sådan sats på torusen? 
Nej, eftersom den kan kammas slät överallt.
Beskriv ”populärt” vad som menas med en mångfald och ge exempel på områden där man har stor nytta av mångfaldsteori.

En yta i flera dimensioner.
NE: geometriskt objekt som kring var och en av sina punkter ser ut som det vanliga rummet (av godtycklig dimension). Begreppet infördes av Riemann. Motivet var att det finns geometriska objekt som inte går att skilja från det vanliga rummet om man bara betraktar det nära en godtycklig punkt men som skiljer sig från rummet när man ser på hela objektet. Ett exempel på detta är sfären: runt en given punkt på en sfär kan denna plattas ut så att den blir som ett plan medan det inte är möjligt att göra en sådan utplattning av hela sfären utan att riva sönder den. Även vid en lokal utplattning kommer dock avstånden på sfären att förvrängas (vilket är välbekant från kartritning). I studiet av mångfalder skiljer man på de egenskaper hos mångfalden som endast rör form och dem som även rör avstånd. I uttrycket "ser ut som", använt i definitionen, ligger att hänsyn endast tas till formen och inte till avstånden; annars skulle sfären inte kunna kallas för en mångfald. Emellertid finns det mångfalder som kan plattas ut med bevarande av avstånd, t.ex. cylindern och cirkeln.

WP: En yta i flera dimensioner. Några enkla på tvådimensionella mångfalder är till exempel planet, cylindern, sfären (ytan på ett klot) och torusen. En n-dimensionell mångfald är något i den n:te dimensionen. 3 kroppar som faller är en 18-dimensionell mångfald, med 3 positionskoordinater och tre hastighetsvektorer per kropp.
Man har nytta av detta i det mesta, matematik, fysik, kemi, ekonomi…
Nämn två fundamentala problem i teorin för topologiska mångfalder. 
Avgöra när två mångfalder är topologiskt ekvivalenta eller ej.
Klassificera alla möjliga mångfalder.
Vad säger Poincarés förmodan? 
En 3-dimensionell mångfald är ekvivalent med en 3-dimensionell sfär med samma homotopigrupper.

Två ekvivalenta mångfalder har samma homotopigrupper, men är invarianterna så bra att man med hjälp av dessa invarianter kan skilja på dem?
NE: en enkelt sammanhängande fyrmångfald är bestämd upp till homeomorfi av sin snittform.
Man kan enkelt säga att Poincarés förmodan handlar om ytorna på badbollar och på badringar. Det räcker med att titta på en badboll för att inse att ytan har andra egenskaper än en badrings yta. Matematiker vill gärna bevisa sina uttalanden om världen, och i fallen med den tvådimensionella ytan runt en sfär (det matematiska uttrycket för badboll) och runt en torus (badringen) är det enkelt. Om man slår ett rep runt sfären kan man låta det glida av längs ytan tills bara en punktformad knut återstår. Samma operation går inte att genomföra med torusen. När man har trätt repet genom hålet i torusen och omringat själva tuben kan det bara glida runt. Det går inte att krympa repöglan till en punkt. 

Poincaré antog i sin förmodan att dessa egenskaper hos ytorna på sfärer och torusar också gäller för de geometriska kusinerna i högre dimensioner.

Beskriv ”populärt” fundamentala gruppen och homotopigrupper. 
Fundamentala gruppen = alla öglor och sånt i knutar tillsammans med den algebraiska multiplikationen av dessa som Poincaré uppfann.
Homotopigrupper = topologiska invarianter

Berätta kortfattat om Poincarés förmodans historia, från uppkomsten till dess (förmodade) lösning. 
1961 utvecklade Stephen Smale en metod för att dela en mångfald i 9 bitar, och utvecklade detta så det fungerade för n = 5. Han bevisade också att den gäller i högre dimensioner än 5.
1982 visade Michael Freeman att Poincarés förmodan är sann för dimension 4.
2002 bevisade Perelman det för n=3
Hur är det med Poincarés förmodan i andra dimensioner än tre? Varför är de ”lättare”? När och av vem löstes de? 
Dimension 3 är tydligen ”för liten” för att kunna bli förenklad för att kunna bevisa, men stor nog för att komplexiteten ska räcka. Dimension 2 är för liten för seriös komplexitet, men dimension 4 eller högre är så stort att komplexiteten kan ordnas mycket lätt.

Kort sagt: Fler komplexa operationer kan utföras i högre dimensioner.
Vad gjorde Grigorij Perelman? 
Efter att han löst ett hundra år gammalt matematiskt problem, Poincarés förmodan, försvann Grigory Perelman spårlöst. Nu har han hittats: Perelman bor med sin mamma i St Petersburg och tycker inte att han förtjänar det pris på sju miljoner som han kan få för att ha löst problemet.
Poincarés förmodan är (var) ett av de sju millennieproblemen.
Knutteori, kap 10

Vad är en knut? 
Enhetscirkeln inbäddad (upplyft och tilltrasslad) i det tredimensionella rummet. Två knutar ekvivalenta om de kan deformeras genom kontinuerlig transformation (omtrassling).

En sluten, styckvis linjär kurva i det tredimensionella rummet.

För att lösa problem med knutar behövs storheter, invarianter, som inte förändras under de elementära operationerna.
Finns det knutar (andra än ”icke-knuten”)? Hur kan man visa det? 
Ja. Eftersom trefärgbarhet är en knutinvariant, kan man trefärga två knutar, och om den ena är trefärgbar och den andra inte så är de inte ekvivalenta. En följdsats är att det finns knutar som icke är ekvivalenta med icke-knuten.
Förklara kortfattat Kurt Reidemeisters tre grundläggande rörelser. Varför är de viktiga? 
Twist
snurra en ögla åt andra hållet

Poke
lyfta en båge över en annan

Slide
flytta en tråd under andra

Man kan med rörelserna visa att trefärgbarheten är en knutinvariant.

I diagrammet med vilka trådar som går över och under kan dessa ändras – men kan kartläggas med dessa rörelser. Knutar med olika invarianter är därför icke ekvivalenta.
Varje kontinuerlig deformation av en knut kan representeras med en följd av rörelserna. För att hitta en topologiskt invariant är det bara att visa att varje rörelse ger samma invariant.

Trefärgningen är en knutinvariant, genom att vissa knutar är trefärgbara och andra inte följer en sats att en knut kan vara icke-ekvivalent med icke-knuten, dvs att den är icke upplösbar.
Vad betyder det att en knut är ”tre-färgbar”? Vad har man för nytta av att veta om en knut är färgbar eller inte?
Om en knut ritas på planet och kan färgläggas med minst tre färger där färgen byts i korsningar.

Om en knut är trefärgbar och en annan inte, så är dessa inte ekvivalenta.
Ge exempel på en knut som inte är ”tre-färgbar” och en som är det.
Icke-knuten

Treknuten (Klöverknuten)
Berätta kort och populärt om Alexanderpolynomet, Vaughan Jones och HOMFLY. 
Man ville hitta algebraiska invarianter (bevis att det finns knutar), dvs. ett sätt att koppla knutar med ekvationer för att avgöra ekvivalens. 1923 Hittade J W Alexander ett polynom, det vill säga ett matematiskt sätt att uttrycka knutar som polynom, som användes i 58 år. Det kallades Alexanderpolynomet.

1969 kom John Conway på ett effektivt sätt att beräkna A-polynomet, en förbättring som kunde skilja på vissa liknande knutar.
1984 kom Vaughan Jones med C*-algebror – Mycket enkelt. Kunde skilja på de flesta knutar.

HOMEFLY – Man kan säga att de generaliserade Jones polynom. Fyra grupper i Storbritannien och USA hittade förbättringar till Jones-polynomet samtidigt, och alla dessa olika förbättringar klarade olika tekniska problem som Jonespolynomet inte klarade. Alla dessa skickades in till en tidning samma vecka, vilket måste vara ett rekord. Alla fyra papperen sammanfördes på samma papper och resultatet kallades HOMFLY-polynomet efter deras namn.
Alexanderpolynomet är idag centralt inom klassisk knutteori. 
Ge tre olika exempel på områden där knutteorin idag spelar en viktig roll utanför matematiken. 
Rekreationsmatematik
Kvantfältteori
DNA
Kemi (knutar skiljer på molekyler)

Statistisk mekanik
Komplex analys, Banach-Tarskis sats, kap 11-13
Berätta kortfattat om de komplexa talens tidiga historia. Vad gjorde Cardano, Decartes, Euler, John Wallis, Gauss och Hamilton? 
1500-tal Europa: Kvoten mellan mindre o större = kvot mellan större och mindre (-1/1) och (1/-1) måste vara nonsens!
Cardano: 
Lösningen till x(10-x) = 5 ± sqrt(15). Bevis: sätt in bara!
Descartes:
Lade grunden till den analytiska geometrin, och efter honom kallas ett rätvinkligt koordinatsystem cartesiskt. Han kom på sambandet mellan det grafiska och algebraiska lösandet av ekvationer, t.ex. linjeskärning (( ekvation.

1637 kallade han ekvationer med negativa rotuttryck ”Imaginära” och tog deras närvaro som ett tecken på olösbarhet.
Euler: 
Eulers formel 1748
John Wallis: 
Den första geometriska tolkningen av det komplexa planet med real- och imaginäraxel. De komplexa talen ligger ”bredvid” realaxeln.
Gauss:
Publicerade sina idéer (med plantolkning) om komplexa tal 1831. Ansåg sig före de andra.
Hamilton:
Tog det sista steget och införde tolkningen (x+iy) där det komplexa talet har koordinaterna (x,y)
Vad menas med ett komplext tal?
Ett talpar sådant att i = (0,1) och i2 = -1.

Vi inför alltså en lösning till x2 + 1= 0

Varje komplext tal består av en real- och en imaginärdel och kan skrivas på a+bi.
Räkneregler:

(x,y) + (X,Y) = 
(x + X, 
y + Y)
(x,y)(X,Y) = 

(xX - yY, 
xY + yX)

Ge exmpel på en (reellvärd) funktion som är deriverbar en gång, men inte två gånger. 
Beloppet av en funktion t.ex. x
Berätta kort om Cauchys och Weierstrass insatser i den komplexa analysens grunder. Vad menas med analytiska/holomorfa funktioner? 
Cauchy forskade om komplex derivering och utvecklade begreppet holomorf.

Holomorf = 
En funktion som kan deriveras komplext kan deriveras normalt oändligt antal gånger.
Weierstrass utvecklade potensserier som är oändligt deriverbara, analytiska funktioner.
Analytisk funktion = 
En serie som kan deriveras oändligt antal gånger.
Varje analytisk funktion har en analytisk derivata. Det medför att om en funktion har en derivata har den oändligt många derivator och kan utvecklas i potensserie.

Ge exempel på områden där komplex analys spelar en stor roll 
Partiella DE, Topologi, Diffgeometri, fysik, algebra
Vad är Riemanns zeta-funktion? Hur är den kopplad till primtal? 
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Den beskriver hur primtalen är fördelade. Nyckeln är att förstå nollställen till funktionen.
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Vad säger Riemannhypotesen? Varför är det intressant att lösa den – vad skulle en lösning medföra? 
Hypotesen behandlar indirekt primtalens förekomst ibland de naturliga talen (de positiva heltalen). Rent konkret handlar det dock om att hitta alla nollställen till zeta-funktionen. Zetafunktionen definieras för komplexa tal z med Re z>1 genom summan i frågan ovan.
Riemanns hypotes var att om man inför räkning med komplexa tal så ligger alla icke-reella nollställen till z-funktionen på linjen med realdel ½. Andra lösningar är (-2, -4, -6…)
Clay Mathematics institute har utfäst en belöning på 1 miljon dollar till den som bevisar eller motbevisar hypotesen. Det är alltså ett av million-dollar-problemen.

Lösningen skulle ge en beskrivning på hur primtal är fördelade, det skulle i sin tur medföra att krypton som använder produkter av primfaktorer som säkerhet kommer att bli värdelösa, då dessa skulle bli enkla att knäcka.
Vad menas med en schlicht (conformal) funktion? 
Om en funktion är analytisk, 1-1, och f(0) = 0 samt f’(0) = 0
Vad är Köbe-funktionen? Hur ser dess potensserieutveckling ut? 
Det är den funktion som avbildar enhetsskivan i det komplexa talplanet störst. 
[image: image18.wmf](

)

å

=

+

+

+

=

-

n

nz

z

z

z

z

z

...

3

2

1

3

2

2


Vad säger Bieberbachs förmodan? 
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Berätta kort om Bieberbachs förmodans historia. När löstes den och av vem?
Löwner 

1923 
(3 termer)

Schiffer 

1955 
(4 termer)

Ozawa 

1968 
(6 termer)

Lois de Brange 
1984
(alla termer)
Ge exempel på en kropp som har ändlig volym men oändlig mantelyta
Kroppen som fås då funktionen 
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Hur lyder det problem Tarski ställde upp 1925, som handlar om uppdelningen av ting i ändligt många delar? Vad kunde Tarski själv säga om det problemet? När löstes det och hur ser dess lösning ut? 
Kan en cirkelskiva delas upp i ett ändligt antal delar och sättas ihop till en kvadrat?

Isåfall måste de ha samma area, enligt Tarski. Är det självklart?

Boylai-Gerwien 1933: Alla polygoner kan bli en kvadrat med ”gångjärnsmetoden”. Samma för en cirkel?
Ett av Hilberts problem år 1900 handlade om att dela upp en solid polyeder. Vad säger problemet och hur löstes det? 
Kan varje solid polyeder delas upp i ett ändligt antal delar och plockas ihop till en kub med samma volym? (Jämför med ploygoner och kvadrater)

Löstes av Max Dehn 1901: Nej, men den kan plockas ihop till en annan om de har samma Dehn-invariant.
Vad säger Banach-Tarskis sats? Vad spelar Sierpinski och Robinson för roll i dess historia?

Ett klot kan delas upp i ett ändligt antal delar och sättas ihop till ett klot med dubbelt så stor volym. Tarski visste att det var möjligt, men inte med hur många delar.

Löstes 1945 av Sierpinski, han visade att det räcker med 8 delar.

1946 kom Robinson med beviset för 5 delar (han räknade detta som optimalt).
Dimensionsbegreppet

Hur definierade Poincaré begreppet dimension?


Tomma mängden har dimension -1. En punkt har dimension 0.
En n-dimensionellt rum kan separeras av ett (n-1)-dimensionellt, dvs.: 

Endimensinell linje kan separeras av en punkt

Tvådimensionellt plan kan separeras av en endimensionell linje

Tredimensionell kub kan separeras av ett plan

Osv.

Poincarés dimensioner är alltid heltal.
Vad är den s.k. ”Peanokurvan”?

En kurva som går genom alla punkter i planet. Den är alltså en 1-dimensionell funktion, men uppfyller alla punkter i det 2-dimensionella rummet.
Hur konstruerar man von Kochs snöflingekurva, Cantormängden och Sierpinskis triangel?

Snöflingan: 
Rita en liksidig triangel, låt tre trianglar med 1/3 storlek ”växa” ut i triangelns sidor osv.

Cantormängden: 
Dra en linje. Ta bort den mittersta tredjedelen av den. Osv.

Sierpinskis triangel: 
Rita en liksidig triangel. Ta bort en uppochnedspeglad triangel i mitten. Osv.
Bestäm ”skalningdimensionen” av en kvadrat, en kub, von Kochs snöflingekurva, Cantormängden och Sierpinskis triangel.

Kvadrat: 
2d = 4
d = 2
Kub:
2d = 8
d = 3

Snöflingan:
3d = 4
d = log4 / log3

Cantor:
3d = 2
d = log2 / log3

Sierpinskis:
2d = 3
d = log3 / log2
Betrakta den komplexa avbildningen f(z) = z^2 + c. Vad menas med dess Juliamängd? Vad menas med Mandelbrotmängden?

Juliamängden är begränsningen då begynnelsevärdena på z inte itereras till oändligheten.
Mandelbrotmängden är de c i det komplexa talsystemet som svarar för en sammanhängande Juliamängd.

Man kan säga att Juliamängden varierar startvärdet z och använder samma värde på c. Mandelbrotmängden utgår hela tiden från startvärdet z = 0 och varierar värdet på c.
Material som inte tagits upp under föreläsningarna

Förklara med ett bra exempel skillnaden mellan konstruktivism och dess motsats. Förklara också författarens (Ian Stewart) syn på ”konflikten”. (s.253-)

Konstruktivism är en matematiskfilosofisk inriktning där man anser att existensbevis inte ger någonting utan en algoritm för att finna det som antyds existera. Motsatsen är när man tycker det är OK med existensbevis och att det kan vara till hjälp.

Ett exempel är skolan Constructivists där man helt enkelt skippar alla icke-konstruktiva satser (dvs satser utan algoritmer).

Ian Stuart tycker det är bra att ha existensbevis för att vara säker på att man ska komma fram till ett svar vid beräkningar, samt för att bevisa och komplettera egna beräkningstekniker.
När man talar om algoritmer kommer ofta frågan ”P=NP?” upp. Vad innebär den? Vad betyder P respektive NP? Vad betyder NP-komplett?

P är en klass av beräkningsproblem som ”enkelt” kan lösas med en algoritm.

NP är problem där lösningen kan kollas korrekt enkelt, men det finns ingen bestämd algoritm.

P ligger alltid i NP, men det är inte alltid NP implicerar P. Att lägga ett pussel är svårt, men att kolla om lösningen är rätt går snabbt. Att det går fort att kolla lösningen betyder inte att det går fort att lösa pusslet.

”P=NP?” är frågan om det finns en algoritm för lösning av problemet.

NP-komplett är de problem som är i NP men ännu ej visats finnas i P dvs att en algoritm ej hittats ännu.
Vad handlar Hilberts 10:e problem om? När löstes det och vad säger lösningen?

Finns det en algoritm för lösbarhet (i heltal) hos diofantiska ekvationer?

Löstes 1970 med Matiyasevichs sats: Nej.
Beskriv Ian Stewarts tankar kring ”ren” kontra ”tillämpad” matematik (se t.ex s.280-)

Matematik kan delas upp i den matematik som uppkom för dess egen skull och matematik som uppkommit för lösning av vetenskapliga problem.
Diskutera kring varför matematiken är ett så kraftfullt verktyg i andra vetenskaper.

På grund av att matematiken är så universell kan den tillämpas på allt, och beskriva allt. Den är abstrakt och allmängiltig. Den beskriver samband och hur idéer implicerar andra idéer och gör det möjligt att modellera saker vi inte kan testa i praktiken, till exempel en tennisbolls bana vid ett kast på månen. Matematik är vetenskapens språk.
Berätta kort om Kolmogorovs insatser i ”grundandet” av sannolikhetsteorin.
Kolmogrov tog sista steget i att axiomatisera sannolikhetsteorin. ”Sample space” är mängden möjliga utfall. Han kom på att man kunde definiera en händelse som en mängd utfall.

Ett av axiomen är att sannolikheten alltid är mellan 0 och 1, om den är 0 händer inget, och om 1 händer alltid något.
1. För varje händelse A gäller att dess sannolikhet P(A) har ett reellt värde mellan 0 och 1.

2. För hela utfallsrummet Ω gäller att P(Ω) = 1, dvs att någon händelse måste inträffa.

3. Om A och B är oförenliga händelser, gäller sannolikheten för unionen av A och B : 
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Tillämpningar och användningsområden

Fermats lilla sats:

RSA-kryptering

Icke-euklidisk geometri:
Datorgrafik

Bildanalys

Allmän relativitetsteori

Astronomi

Högenergifysik

Fourieranalys (Inommat./fys.):
Fourierserier och – transformer

Diskret och snabb Fouriertransform (Wavelets)

Abstrakt mängdlära

Studiet av små mängder

Funktionsanalys

Kvantmekanik

Fourieranalys (Praktiska):
Musikinspelningar

Ljudkomprimering

Syntetiskt ljud

Bildbehandling

Bildkomprimering

Matematisk analys:

Hastighet och acceleration

Tangenter till kurvor

Funktioners max- och minvärde

Kurvlängd, area och volym
Icke-standard-analys:
Datorgrafik

Galoisteori:


Lösbarhet hos ekvationer

Håriga-boll-satsen:
Det finns alltid en cyklon någonstans på jorden

En sfärisk magnetisk flaska måste läcka

Olika djur måste ha en bena i pälsen

Varje polynomekvation har en komplex rot.
Mångfaldsteori:

Matematik

Fysik

Kemi

Ekonomi

Knutteori:

Rekreationsmatematik



Kvantfältteori



DNA



Kemi (knutar skiljer på molekyler)



Statistisk mekanik
Komplex analys:

Partiella DE

Topologi

Diffgeometri

Fysik

Algebra
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